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Résumé :
Cette communication traite du comportement de poutres poro-élastiques. On considère un corps élancé
constitué d’un milieu biphasique décrit par le modèle de Biot. Utilisant l’élancement comme petit para-
mètre, on établit par développement asymptotique la formulation 1-D de poutre équivalente en régime
harmonique quasi-statique : la cinématique d’Euler-Bernouilli est préservée, mais l’équilibre de section
introduit un problème poroélastique avec diffusion de pression induite par la compression ou la flexion.
Les paramètres de poutre sont donc complexes et fonction de la fréquence, traduisant des mécanismes
de relaxation/fluage.
Abstract :
This paper deals with the harmonic quasi-static behavior of poroelastic beams, i.e. slender body made
of a biphasic medium described by the Biot model. Using the slenderness as a small parameter, one
establishes through asymptotic expansions the 1-D beam description in harmonic regime : the Euler-
Bernouilli kinematic still applies, however the equilibrium of the section induces a poroelastic pro-
blem with pressure diffusion. The beam parameters are complex and frequency dependent which implies
creep/relaxation mechanisms.
Mots clefs : Poroélasticité ; Méthode asymptotique, Poutre
1 Introduction
De nombreuses structures 1-D rencontrées en biomécanique (os, bois), ou 2-D en géomécanique (couches
drainantes) ou acoustique (plaques isolantes) peuvent être modélisées comme des poutres ou plaques
poroélastiques. Le comportement de ces éléments a été décrit par des approches phénoménologiques
par extension de la théorie des poutres ou plaques élastiques, e.g. [1]. Il a été en particulier montré que,
les déformations du squelette induisent une distribution non uniforme de pression dans la section. La
complexité des champs internes a conduit à des solutions approchées, telles que [2], [3], [4]. L’objectif
de ce papier est d’établir le comportement de poutres poroélastiques selon la méthode asymptotique
développée dans [5]. L’approche concerne des poutres droites faites de matériaux poroélastiques iso-
tropes, dont la taille des pores est significativement plus petite que la dimension caractéristique h de la
section. En partie 2 on rappele briévement le modèle poroélastique. La partie 3 présente la formulation
du problème et en partie 4 on établit le modèle de poutre. L’étude est menée en régime harmonique
quasi-statique.
2 Poroelasticité
Le milieu poroélastique isotrope est décrit par le modéle de Biot, [6], [7]. En régime harmonique les
équations qui expriment l’équilibre dynamique (1), la loi poroélastique (2), la conservation de la masse
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fluide (3), et la loi de Darcy dynamique (4) s’écrivent (par linéarité le terme eiωt est omis) :
div(Σ) = −ω2[(1− φ)ρsu+ φρfuf ], (1)
Σ = σ − αpI ; σ = λdiv(u)I + 2µe(u), (2)
φdiv(uf − u) = −αdiv(u)−
p
M
, (3)
iωφ(uf − u) =
K(ω)
η
[ω2ρfu− grad(p)]. (4)
avec les notations :
– φ la porosité, ρs, ρf et ρm = (1− φ)ρs + φρf les densités du solide, du fluide et du milieu saturé,
– λ et µ sont les coefficients de Lamé du milieu poreux sec, E = 2µ(1 + ν) le module d’Young,
ν = λ/2(λ + µ) le coefficient de Poisson ; α = 1 −Kb/Ks est le coefficient Biot ; 1M = α−φKs +
φ
Kf
le
module de Biot ; Kb, Ks and Kf sont les modules de compressibilité du solide, du milieu poreux sec,
et du fluide ; enfin A est défini par 1A =
1
M +
α2
λ+µ ,
– u and uf sont les déplacements des phases solide et fluide ; iωφ(uf − u) est la vitesse de Darcy. K(ω)
est la perméabilité dynamique complexe,
– e(u) est le tenseur de déformation ; Σ, σ et p representent les tenseurs de contrainte totale, effective,
et la pression intersticielle.
La condition de frontière pour une surface non chargée s’écrit Σ.n = σ.n − αpn = 0. De plus, p = 0
pour une frontière perméable, φiω(uf − u).n = 0 pour une frontière imperméable. Les situations
intermédiaires s’expriment au moyen d’un coefficient de fuite ξ en écrivant :
ξ
h
.p = [φiω(uf − u).n]
η
K(ω)
= [ω2ρfu− grad(p)].n] (5)
La formulation poroélastique - dite {u, p} - s’obtient en éliminant uf et Σ dans (1 - 4). Ceci conduit
au système suivant, décrivant le milieu poreux à l’aide des quatres variables indépendantes {ui, p} :
div(Σ) = (λ+ µ)grad(div(u)) + µ∆(u)− αgrad(p) = −ω2[ρm − φρf
τ
]u− φ
τ
grad(p) (6)
div(
K
iωη
grad(p)− αu)− p
M
= −φ
τ
div(u) (7)
3 Equilibre de poutre poroélastique
La méthode développée dans [5] est appliquée aux poutres droites homogénes poroélastiques. La di-
mension axiale L, beaucoup plus grande que la taille caractéristique h de la section S, introduit le petit
paramétre ε = h/L 1 utilisé dans les développements. De plus (x1, y2, y3), où yα = (L/h)xα = ε−1xα
sont les variables d’espace appropriées pour refléter ces dimensions caractéristiques (ici et par la suite
a1 dénote la direction axiale, aα les directions dans le plan de la section ; les indices latins et grecs
varient respectivement de 1 à 3 et de 2 à 3). L’opérateur gradient ∇ = ∂xiei - qui s’applique à ϕ(x) -
devient pour la même quantité ϕ exprimée avec (x1, yα) :
∇ϕ = (∂x1a1 + ε−1∂yαaα)ϕ(x1, y)
Dans la suite, le repère y a pour origine le centre de "masse" de S et est orienté selon les axes
principaux d’inertie. Ainsi :
∫
S yαds = 0 ;
∫
S yαyβds = 0 pour α 6= β. On utilisera les notations :
S =
∫
S dx2dx3 , S
′ =
∫
S dy2dy3 = ε
−2S; Iα =
∫
S(xα)
2dx2dx3 , I
′
α =
∫
S(yα)
2dy2dy3 = ε−4Iα.
3.1 Cinématique de poutre et tenseurs réduits
La cinématique de poutre résulte de : (i) la géométrie de poutre droite homogène, non chargée suggèrant
que les phénomènes varient axialement selon L et dans la section selon h ; (ii) des forces tangentielles
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négligeables sur le contour Γ. Ainsi, notant n = nα.aα la normale du contour de la poutre droite, et
,xα la dérivée selon xα, on a :
(Σ.n).a1 = (σ.n).a1 = σ1αnα = 0 sur Γ où σ1α = µ(u1,xα + uα,x1)
Puisque u1,xα = O(u1/h) et uα,x1 = O(uα/L), l’annulation de σ1α sur Γ impose :
O(
u1
h
) = O(
uα
L
) soit : O(u1) = εO(uα)
En conséquence les déplacements sont renormalisés de la manière suivante :
u = εu1a1 + uαaα avec O(u1) = O(uα) (8)
Par ailleurs, les tenseurs A de déformation (A = e), de contrainte effective (A = σ) et de contrainte
totale (A = Σ) se décomposent en :
A = Aij(ei ⊗ ej + ej ⊗ ei)/2 = Ana1 ⊗ a1 + (At ⊗ a1 + a1 ⊗At)/2 +As
– An = A11 : est la contrainte ou déformation scalaire axiale
– At = A1αaα : est le vecteur des contraintes ou déformations exercées hors plan de la section,
– A
s
= Aαβ(aα ⊗ eβ + eβ ⊗ aα)/2 : est le tenseur des contraintes ou déformations dans le plan de S.
Considérant des déplacements de la forme (8), les tenseurs réduits sont d’ordre différents :
en = εu1,x1 ; et = [(u1,yα + uα,x1)/2]aα ; es = ε
−1[(uα,yβ + uβ,yα)/2](aα ⊗ aβ + aβ ⊗ aα) (9)
et le tenseur de contrainte effective s’écrit (où I
s
= e2 ⊗ e2 + e3 ⊗ e3) :
σn = 2µen + λ(tr(es) + en) ; σt = 2µet ; σs = 2µes + λ(tr(es) + en)Is (10)
Enfin, la pression p n’est significative que si elle est de l’ordre σn et/ou de la partie isotrope de σs.
3.2 Equilibre local
Par commodité on considèrera ici que les forces de volume et de surface sont nulles de sorte que
les termes inertiels de (6-7) et (5) s’annullent. La physique considérée dans la section poroélastique
suppose que : (i) les compressibilités des phases fluide et solide sont du même ordre, (ii) le mécanisme
de transfert est équilibré par les variations de volume du fluide et du solide. Ainsi :
O(
p
M
) =
K
iωη
O(∆(p)) =
K
iωη
O(
p
h2
) =
K
iωη
O(∆y(p)) = ε−2
K
iωη
O(∆x(p))
En conséquence, la perméabilité doit être renormalisée d’un facteur ε2. Les équations d’équilibre et
aux frontières sont donc ré-exprimées sont la forme renormalisée à deux échelles et décomposées en :
– L’équilibre axial de la section :
Σn,x1 + ε
−1divy(σt) = 0 dans S ; σt.n = 0 sur Γ (11)
– L’équilibre dans le plan de la section :
σt,x1 + ε
−1[divy(Σs)] = 0 dans S ; Σs.n = 0 sur Γ (12)
(
ε2K
iωη
p,x1 − αu1),x1 + divy( Kiωηgrady(p)− αuαaα) =
p
M dans S ;
ξ
h
.p = −grad(p).n sur Γ(13)
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3.3 Equilibre des forces et moments dans la poutre
Les équilibres globaux des forces et moments agissant sur la section s’obtiennent à partir de (11) et (12)
intégrés sur S. Par les transformations usuelles d’intégrales et avec les conditions aux limites on établit
les équations d’équilibre suivantes (pour une poutre non chargée) où Na1 et T = Tαaα représentent
l’effort normal et tranchant :
suivant a1 : N,x1 = [
∫
S
Σn],x1ds = 0 ; suivant a2, a3 : T ,x1 = [
∫
S
σt],x1ds = 0 (14)
De manière similaire, on établit trois équations d’équilibre de moment. Considérant d’abord (11) mul-
tiplié par yα et intégré sur S, on est conduit aux deux équations d’équilibre suivantes, oùM = Mαaα =∫
S yΣnds est le moment de flexion :
selon aα : M ,x1 − ε−1T = [
∫
S
yαΣnds],x1 − ε−1
∫
S
σt.aαds = 0
L’équilibre du moment de torsion selon la direction a1 s’établit en prenant le produit vectoriel de (12)
par y = yα.aα et en intégrant sur S. Ainsi, M1a1 étant le moment de torsion :
M1,x1 = [
∫
S
y × σtds],x1 = 0
4 Comportement de poutre
Il s’agit maintenant de déterminer le comportement de poutre atteint lorsque ε → 0. Pour cela on
recherche les variables sous forme de développements asymptotiques en puissance de ε. Ces dévelop-
pements doivent respecter la cinématique de poutre, i.e., u = εu1a1 + uαaα. De ce fait, les équations
d’équilibre et conditions aux limites contiennent uniquement des termes pairs ou impairs en puissance
de ε. Il suffit donc de développer les ui en puissances pairs de ε et p en puissances impaires, ainsi :
u =
∑
i=0
ε2i[u2iα aα + ε(u
2i+1
1 a1)]; uα =
∑
i=0
ε2iu2iα ; u1 =
∑
i=0
ε2iu2i+11 ; p = ε
∑
i=−1
ε2ip2i+1 (15)
La solution asymptotique se construit en introduisant ces développements dans (11-12-13). La sépara-
tion des termes d’ordres différents conduit à une série de problème à résoudre succéssivement.
Premier problème. Les équations (12-13), aux ordres (ε−2-ε−1), conduisent à un problème poroélastique
plan sans chargement ni S ni sur Γ. On en déduit que u0 est un déplacement rigide de la section dans
son plan, soit une translation U0 et une rotation Ω−1a1, et que la pression est nulle :
u0 = u0αaα ; u
0
α = U
0
α(x1) + Ω
−1[a1 × y]α ; p−1 = 0
De plus, e
sy
(u0) = 0 donc σs−1 = 0 et σ−1n = 0. Ainsi : e−1 = 0 and Σ
−1 = σ−1 = 0. Translation et
rotation étant deux cinématiques indépendantes, sans restreindre la généralité, non considérerons la
rotation nulle à cet ordre Ω−1 = 0, et laissons son traitement pour les ordres supérieurs.
Second problème. Les équations (11), aux ordres (ε−1-ε0), concernent le champ u11 et l’équilibre axial
de σ0t . Comme Σ−1n = 0, on a :
σ0t = µ(u
1
1,yα + U
0
α,x1)aα ; divy(σ
0
t ) = 0 dans S ; σ
0
t .n = 0 sur Γ
Il s’agit d’un problème élastique qui admet la solution suivante :
u1 = u11a1 , avec u
1
1 = −y.U0,x1 + U11 (x1), d’où e0 = 0 , Σ0 = σ0 = 0
Ainsi, à l’ordre dominant, le mouvement hors plan de section respecte la cinématique des poutres
d’Euler-Bernoulli. Bien que l’amplitude relative (i) de la rotation rigide hors plan (de vecteur U0,x1×a1)
et (ii) la translation uniforme verticale U11a1 puissent différer d’ordre, on les traitera conjointement.
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Troisième problème. Les équations (12-13), aux ordres (ε0-ε), gouvernent le champ plan u2 et la pression
p1. Utilisant les résultats précédents, le problème s’écrit :
divy(Σ
1
s
) = 0 dansS ; Σ1
s
.n = 0 sur Γ
divy(
K
iωη
grad
y
(p1))− p
1
M
− α[divy(u2) + u11,x1 ] = 0 dans S ;
ξ
h
.p+ grad(p).n = 0 sur Γ
La solution (u2 , p1) de ce problème poro-élastique plan se décompose en la solution (ue) qui prévaut
quand le matériau est purement élastique, et une contribution poroélastique (u˜2 = u2 − ue, p1).
Le problème dans la poutre élastique est classique et la solution (dénotée par e) s’écrit, où U2(x1) +
Ω1(x1)a1 × y exprime le déplacement plan rigide de la section :
ue = −ν(yU11,x1 − ξαU0α,x1x1) + U2(x1) + Ω1(x1)a1 × y ; ξα = yαy −
1
2
‖y‖2aα (16)
La contribution poroélastique (u˜2,p1) est gouvernée par un problème poroélastique plan où (1 −
2ν)αu11,x1 agit comme un volume injecté forcé. Considerant la forme adimensionnelle de ce système :
grady(divy(u)) + (1− 2ν)∆y(u)− αgrad(p) = 0 dans S (17)
2[(1− 2ν)e
sy
(u) + νdivy(u)Is].n− αpn = 0 sur Γ (18)
KA
iωη
∆y(p)− A
M
p− α A
λ+ µ
divy(u) = V dans S (19)
ξ
h
.p+ grad(p).n = 0 sur Γ (20)
et dénotant les solutions particulières de (17-20) par (c, θ) pour V = 1 (compression), et par (bα, piα)
pour V = −yα (flexion selon aα), la solution (u˜2, p1) prend la forme :
u˜2 = (1− 2ν)α[bαU0α,x1x1 + cU11,x1 ]
A
λ+ µ
; p1 = (1− 2ν)α[piαU0α,x1x1 + θU11,x1 ]A
On notera les identités utiles :∫
S
yαdivy(bα)ds = α
∫
S
yαpi
αds et
∫
S
divy(c)ds = α
∫
S
θds (21)
Par construction, (bα, piα) et (c, θ) sont à valeur complexe et dépendent (i) de la géométrie de section,
(ii) des paramètres sans dimension élastiques ν, α, α
2M
λ+µ , (iii) du coefficient de fuite ξ et (iiii) de la
fréquence adimensionelle ωηh
2
KA . De plus (c, θ) sont O(1) alors que (b
α, piα) sont O(h).
La solution complète est la somme des deux contributions. Elle conduit aux expressions suivantes :
e1 =
[
a1 ⊗ e1 − νIs
]
u11,x1 + (1− 2ν)α
A
λ+ µ
[
e
s
(bα)U0α,x1x1 + es(c)U
1
1,x1
]
(22)
σ1 = E
[−yα.U0α,x1x1 + U11,x1x1] a1 ⊗ a1 + (1− 2ν)α Aλ+ µ [λ{divy(bα)U0α,x1x1 + divy(c)U11,x1)}I +
2µ{e
s
(bα)U0α,x1x1 + es(c)U
1
1,x1}]
Σ1 = σ1 − (1− 2ν)α2A [piαU0α,x1x1 + θU11,x1] I (23)
Quatrième problème. Des équations (11), aux ordres (ε1-ε2), se déduisent les équilibres globaux axial
et de moment comme décrit en 3.3. Dans le cas le plus général, les mécanismes de compression et
flexion sont couplés. Cependant ils se découplent pour des sections bisymétriques car alors :
∫
S pi
αds =∫
S yαθds = 0. Notant que l’intégrale sur S d’une quantité d’ordre i multipliée par y
j
α est d’ordre
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i+ (2 + j) et utilisant (21), les lois de comportement de poutre exprimée dans les axes de symétrie de
la section bi-symmetrique s’écrivent simplement (en absence de chargement) :
N3,x1 = 0; N
3 =
∫
S
Σ1nds =
[
ES′ − (1− 2ν)(1− ν)α2A
∫
S
θds
]
U11,x1 (24)
M4,x1 − T 4α = 0; M4α =
∫
S
Σ1nyαds = −
[
EI ′α + (1− 2ν)(1− ν)α2A
∫
S
yαpi
αds
]
U0α,x1x1 (25)
Cinquième probléme. Les équations (12-13), aux ordres (ε2-ε3), conduisent aux deux équations d’équi-
libre suivantes (pour des sections bi-symmetriques et en absence de chargement) :
T 4,x1 = 0 ; T
4
α =
∫
S
σ2t .aαds
M51,x1 = 0 ; M
5
1 =
∫
S
[y × σ2t ].a1ds = µI ′tΩ1,x1
La loi de torsion reliant M51 à Ω1,x1 nécessite la détermination de u
3
1, qui n’est pas détaillée ici (I ′t est
l’inertie de torsion qui inclut les effets de gauchissement).
5 Conclusion
Les résultats issus de l’approche asymptotique permettent d’analyser rigoureusement l’effet de poroé-
lasticité sur le comportement des poutres selon les conditions d’écoulement sur le contour, les caracté-
ristiques de permeabilité et la nature du fluide (gaz ou liquide, l’extension à des fluides viscoélastique
est directe).
On notera que la poroélasticité se traduit par des effets de fluage /relaxation qui différent en com-
pression et flexion (ce qui ne serait pas le cas pour une poutre faite d’un matériau viscoélastique) et
s’annullent en torsion (pour des sections bi-symétriques). On peut par ailleurs montrer que ces lois
de comportement déterminées en absence de chargement sont également valides sous des chargements
quasi-statiques ou dynamiques tant que les efforts imposés permettent de respecter la condition de
séparation d’échelle.
Ces résultats complétent les approches antérieures en permettant d’identifier clairement l’état poro-
élastique au sein de la poutre. On démontre en particulier que les contraintes totales dans la section ne
sont nulles qu’en moyenne (contrairement aux approximations [2] et [4] qui les suposent rigoureusement
nulles). Par ailleurs, en considérant des problèmes locaux 1D, on retrouve les résultats de [1] établis
pour des plaques poroélastiques. Enfin, la situation de diffusion axiale etudiée par [3] peut être obtenue
par la même méthode en considérant un milieu poroélastique aniostrope, avec une forte perméabilité
purement axiale. Dans le modèle de poutre qui en résulte la pression demeure une variable indépendante
contrairement au cas traité ici.
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